EXERCICE 1 4 points

Pour chacune des huit affirmations (entre guillesnetdessous, préciser si elle est vraie ou fausse

Le candidat indiquera sur sa copie le numéro dpidsstion et la mention « vrai » ou « faux ».

Une réponse correcte rapporte 0,5 point, une répomdrrecte enléve 0,25 point, I'absence de ré&papsrapporte ni n‘enléve de

points.
Un éventuel total négatif sera ramené a zéro.
1. « Sia est un nombre réel quelconqué ene fonction définie et strictement décroissantda ; + o[, alors lim f(X) = —co. »
X - +00

2. Soientf etg deux fonctions définies sur [0 e, g ne s'annulant pas.

- . : f(X

«Si lim f(x)=-wetsi lim g(x) =+ alors lim RICY -1 »
X - + 00 X o + 0 X - + 0 g(x)

3. « Sif est une fonction définie sur [0 ;o telle que O< f (X) < \/7 sur [0 ; +o [ alors lim T - 0 »
X - + 00 X

4, On considére un repére ((f),;] ) du plan.

« Sif est une fonction définie sur R* alors la draitéquatiorx = 0 est asymptote a la courbe représentativieddas le repére (O ;
ij)»

5. « La fonctiorf définie sur IR paf (X) = (x?+ 3x + 1) € est une solution sur IR de I'équation différergigl—y = (2x + 3) &».

6. Soient A, B, C trois points du plan. On appelle barycentre des points A et B affectés respauiare des coefficients 3 et — 2.
« Si G est le barycentre des points A, B et C &fecespectivement des coefficients 3, — 2 et ts &oest le milieu du segment [Cl]
».

7. Soient A, B, C trois points du plan et G le barjoenle A, B et C affectés respectivement des aneffis 3, — 2 et 1.

« L'ensemble des points M du plan tels #uem -2MB +MC H =1 est le cercle de centre G et de rayon 1 ».

8. Soient A et B deux points distincts du plan. Osigiée par M un point quelconque du plan.
« Le produit scalairdVA « MB est nul si et seulement siM = A ou M = B ».

EXERCICE 2 3 points

Un fabricant d'écrans plasma teste une premiésests appareils a la sortie de la chaine de faiorica

Si le test est positif (c'est-a-dire si I'écranckionne correctement), I'écran est acheminé chelielet. Sinon I'écran retourne en usine
ou il est réparé puis testé une seconde fois. 8eagieéme test est positif, I'écran est achemieg tdhclient, sinon il est détruit.

Une étude statistique a permis de montrer que dedst positif pour 70 % des écrans neufs sortisctiment des chaines de
fabrication, mais que parmi les écrans réparéseseunt 65 % d'entre eux passent le second testsaeees.

On note T I'événement : « le premier test est positif ».

On note C I'événement : « I'écran est acheminélehgient ».

1. On choisit un écran au hasard a la sortie dbd#ne de fabrication. Déterminer les probabilités événementsJet C.

2. La fabrication d'un écran revient a 1 000 €ari€ant si I'écran n'est testé qu'une fois.

Cela lui colte 50 € de plus si I'écran doit étetéeine seconde fois. Un écran est facuearos & étant un réel positif) au client.

On introduit la variable aléatoire X qui, a chaguaean fabriqué, associe le « gain » (éventuellemégatif) réalisé par le fabricant.

a. Déterminer la loi de probabilité de X en fonctibaa.

b. Exprimer I'espérance de X en fonctionade

C. A partir de quelle valeur d& I'entreprise peut-elle espérer réaliser des bssp
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EXERC

ICE3

Partie A
On considére la suiteif ) définie par :

8 points

1
pour tout entier naturel non nul,u, = _[ . @-t)"e' dt.

1. Montrer que la fonctioh: t — (2 —t) e'est une primitive dg :t — (1 —t) ' sur [0 ; 1].
En déduire la valeur de;.
2. Montrer a l'aide d'une intégration par parties,gpour tout non nulu,.;= N+ u,—- 1 (R)

Partie B

On regarde d'abord ce qu'affichent deux calcukdritifférentes pour les valeurs approchées desezbigrs termes de la suite,()

en utilisant pour le calcul la relation de récuoeKR) ci-dessus.

Voici les résultats affichés par ces deux calcidesr

Valeur den | Valeur deu,, affichée par la premiére calculatrice  Valeundeffichée par le deuxieme calculatrice
1 7,182818 2845 E-01 7,182818 2846 E—01
2 4,365 636569 1 E—-01 4,365 636 569 2 E - 01
3 3,096 909 707 5 E-01 3,096 909 707 6 E—-01
4 2,387 6388301 E—-01 2,387 6388304 E—-01
5 1,938194 1508 E — 01 1,938194 1520 E -01
6 16291649051 E-01 1,629 1649120E-01
7 1,404 154 33581 E-01 1,404 154384 0E - 01
8 1,233234686 9 E—-01 1,2332350720E-01
9 1,099112 1828 E-01 1,099 1156480E -01
10 9,911 218 2825 E - 02 9,911 564 800 0 E—01
11 9,023 401 108 0 E — 02 9,027 212 800 0 E—02
12 8,280 813 296 3 E — 02 8,326 553 600 0 E — 02
13 7,650572852 2 E-02 8,245 196 800 0 E— 02
14 7,108 019 930 9 E — 02 1,5432755200E -01
15 6,620 298 963 6 E — 02 1,314 913 280 06 E + 00
16 5,924 783418 6 E - 02 2,003861 248 0E + 01
17 7,213 1811612 E -03 3,396 564 121 6 E + 02
18 —8,701 627 3909 E-01 6,112 815418 9 E + 03
19 —1,753309204 2E +01 1,161 424 929 6 E + 05
20 — 3,516 618 408 5 E + 02 2,322 848859 2 E + 06
21 — 7,385 898 6580 E + 03 4,877 982504 3 E + 07
22 —1,624 907 704 7 E + 05 1,073156 1499 E + 09
23 — 3,737 2887209 E + 06 2,468 259 144 8 E + 10
24 —8,969 4930302 E + 07 5,923 821947 E + 11
25 — 2,242 372585 E + 09 1,480955486 9 E + 13

Quelle conjecture peut-on faire sur la convergeteela suite |, ) quand on examine les résultats obtenus aveadmigre

calculatrice ? Et avec les résultats obtenus avdelixieme calculatrice ?

Partie C

Dans cette partie on se propose d'étudier la @uitga partir de la définition :

1
pour tout entier naturel non nul,u, = j . L-t)"e' dt

2.a. Montrer que pour tout réetle l'intervalle [0 ; 1] et pour tout entier natumen nuln (1 —t)"e'< e(1 —t)"

1 Montrer que pour tout entier natunehon nul,u,> 0.
A e
b. En déduire que pour tonton nul,u, < Py
n
3. Déterminer la limite de la suita ().
Partie D

Dans cette partie, on se propose d'exploiter &tiogl de récurrence (R) vérifiee par la suitg): un.1= (N +1)uy—1
Etant donné un réal on consideére la suite () définie par v, = a et pour tout entier naturel non mylv,,,=(n+ 1)v,— 1.

1. En utilisant le raisonnement par récurrence,treogue pour tout entier naturel non nuv,=u,+ (n!) (a+2-¢e)
oun! désigne le produit despremiers entiers naturels non nuls.
2. Etudier le comportement de la suitg X a l'infini suivant les valeurs d& (On rappelle quelim n! = +.)
n-+o
3. En déduire une raison susceptible d'expliquerdsultats affichés par les deux calculatrices.
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EXERCICE 4 5 points Candidats n'ayant pas suivi I'easeignement de spécialité
Le plan complexe est rapporté & un repére orthoaladirect (O 1, v ). Unité graphique: 0,5cm.

2T
e

On notgj le nombre complexe 3 .
On considére les points A, B et C d'affixes respest = 8,b = 6 etc = 8j2

Soit A' 'image de B par la rotation de centre @'angleg.
Soit B' I''mage de C par la rotation de centre A’angleg.

Soit C' I'image de A par la rotation de centre E'angleg.

1. Placer les points A, B, C, A', B' et C' dansdpere donné.
2. On appell&@, b' et ¢’ les affixes respectives des points A'tE'e
a. Calculera’. On vérifiera qu&’ est un nombre réel.

LT
i—

Montrer queb’ =16 e 3.En déduire gue O est un point de la droite (BB").
Onadmetquec' =7+ 7\/3 . Montrer que les droites (AA"), (BB') et (CC") s@oncourantes en O.

On se propose désormais de montrer que la destd@ + MB + MC est minimale lorsque M = O.
Calculer la distance OA + OB + OC.

Montrer qug®=1etque 1 §+j?=

On considére un point M quelconque d'affbdu plan complexe. On rappelle qae 8, b 6j etc=8j2
Deduwe des questions précédentes les égalitéarga: §—z) + (b—z)j?+(c—z)j=a+bj’+cj=22.

d. On admet que, quels que soient les nombres eswesd, Z etZ' |z+z+2z' |<|z|+|z' |+ |z" |
Montrer que MA + MB + MC est minimale lorsque M = O

0T P W o T

EXERCICE 4 5 points Candidats ayant suivi I'enseigement de spécialité
1. On considéere I'équation (E) 189 226y =1 oux ety sont des entiers relatifs.
a. Déterminer le pgcd de 109 et 226. Que peut-acoeclure pour I'équation (E)?

b. Montrer que I'ensemble de solutions de (E) ess€mble des couples de la forme : (141 +2B8 + 10%), ouk appartient &.

En déduire qu'il existe un unique entier natureh mal d inférieur ou égal a 226 et un unique entier natoom nul e tels que
109d =1 + 226e. (On précisera les valeurs des entibese.)
2. Démontrer que 227 est un nombre premier.
3. On note A I'ensemble des 227 entiers natarédés quea < 226.
On considére les deux fonctiohstg de A dans A définies de la maniére suivante :
« atout entier de A associe le reste de la division euclidienna &par 227.
« atout entier de Ay associe le reste de la division euclidienna tfé par 227.
a. Vérifier queg [f (0)] =
On rappelle le résultat suivant appelé petit thiéerde Fermat :
Sip est un nombre premier @un entier non divisible paralorsa® *=1 modulop.
b. Montrer que, quelque soit I'entier non aule A,a?°=1 [modulo 227].
C. En utilisant 1b., en déduire que, quel que soit I'entier nonand A, g[f (a)] = a. Que peut-on dire dg(g(a)] =
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CORRECTION

EXERCICE 1 4 points
1. Faux

exemple f () = 1 , T est définie et strictement décroissante sur [&f,et lim f(X)=0
X X - +o0

2. Faux

Exemple f (X) = —x etg(x) =x2alorsM = —1, ona lim f(x)=-wet lim g(x)=+cwor lim R 0
9(x) X Xt Xt x=+e g(X)

3. Vrai

0<f(x) < \/? sur [0 ; +oo [ alors 0< 1) < 1 or lim 1 0 donc d'apres le théoréme des gendarrimas R 0

X \/Y xﬁ+oo\/y X - +00 X

4, Faux

sin x e . sinx . . . R
Exemple :f (x) = —— est définie sur R * e1||m0 —— =1 donc alors la droite d'équatigr= 0 n'est pas asymptote a la courbe
X x=0 X

représentative dedans le repére (Q'; | ).
5. Vrai

f est définie dérivable sur R £(x) = (x*+ 3x + 1) €+ (2x + 3) € doncf '(X) —f (x) = (2x + 3) &
f est une solution sur IRde I'équation différefdiel —y = (2x + 3) €*

6. Vrai
Le barycentre G de {(A; 3) (B ; — 2) (C; 1)} emissi le barycentre de {(I ; 1) (C ; 1)} donc Idimi de [IC]

7. Faux
3MA -2MB +MC =2 MG +3GA - 2GB+ GC ~ 3MA -2 MB +MC =2 MG doncﬂam-zm+m“ =1o2MG=1

donc I'ensemble des points M du plan tels #mm -2MB +MC H =1 est le cercle de centre G et de ra%on

8. Faux
MA +MB =0 - les deux vecteurs sont orthogonasixe triangle MAB est rectangle en M M décrit le cercle de diamétre [AB]

EXERCICE 2 3 points
T
07

T

0,3
1' p(T l) = 017
P(C) =p(T) +p(T2n T,) = 0,7 + 0,3x 0,65 dongy(C) = 0,895

2.a. Xprend les valeurs :
a—1000 (I'appareil est vendu directemea)1050 (I'appareil est réparé et vendu) — 1050p#eeil est réparé mais pas vendu)

k — 1050 a— 1050 a— 1000
p(X =K) 0,105 0,195 0,7
b.
k — 1050 a— 1050 a— 1000

p(X = k) 0,105 0,195 0,7

kp(X =Kk) —1050x 0,105 @ — 1050)x 0,195 @ —1000)x 0,7
E(X) = 0,895a - 1015
C. E(X) représente le gain moyen donc I'entrepreagt pspérer réaliser des bénéfices si 0e8893.015> 0

> 1015 s113408¢
0,895
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EXERCICE 3 8 points

Partie A

1.  festdéfinie dérivable sur [0; FJ(t) = —€ + (2 -t) e' = (1 —t) €',
f'(t) = g(t) doncf est une primitive dg sur [0; 1].
u;=f(1)-f(0)=e-2

2. u@®=¢ u(t) = €'
vi)=1-H""t  ut)=-@+1) 29"
Uper=[ @-1)" e'] 2 —j: —(n+1) @-t)" e dt

1
un+1=0—1+(1+1)j0 1-t)"e' dt
Up+1=(N+1u,-1
Partie B

En examinant les résultats obtenus avec la prero#calatrice, () semble tendre versos:
En examinant les résultats obtenus avec la seamaidelatrice, ¢, ) semble tendre versos.

Partie C
1. La fonction exponentielle est définie continueipes sur IR

La fonctiont — (1 —t)" est définie continue positive sur [0 ; 1] donddactiont — (1 —t)" e' est définie continue positive sur [0 ; 1]
doncj 01 (L-t)" e' dt >0, pour tout entier naturalnon nul,u,> 0.

2.a. La fonction exponentielle est croissante sur Rodoour tout de [0 ; 1], é<e'donc (1 )"e'<e(d -t)"

b. Les fonctions définies sur [0 ; 11 =~ (1 —t)"e'ett — e(1 —t)" sont continues sur [0 ; 1]
Pour toutt de [0 ; 1] et pour tout non nul : (1 t)"e'< e(1 —t)" donc :j : 1-t)"e' dt < _[: @-t)" edt

1
. 1 . e
soitu,<| -——— (1-t)"** e| , pour toutn non nulu, < ——.
n+1 n

0 +1
3. O<up=< € et lim - =0donc d'apres le théoréme des gendartimas u, = 0
n+1 no+ow n+1 no+ow
Partie D
1. sin=1:u;+(1)@+2-e)=e—-2a+2—-e=adoncv,=u;+(1)@+2-e)

La propriété est vraie pouar= 1

Montrons que la propriété est héréditaire;, sktu,+(n!) (@+2—-e)alory,,1=Up+ 1+ (n+ 1) (a+2—-¢)
Vps1=(n+1)v,—1.

Vos1=(M+ 1) up+ (n!) (@a+2-e)-1.

Vas1i=(n+Du,+(h+)x(n!)(@+2-e)-1.
Vps1=(n+Du,—1++1)!@+2-e)ouy,;=N+1)u,—ldoncv,+1=Up+1+t(nN+ 1) (a+2—¢)

2. lim u,=0et lim n!=+o donc il faut connaitre le signe de- 2 — e

n - +oo n- +o

sia>e—2alora+2—-e>0donclim v,=+c

n - +oo

sia<e—-2alora+2—-e<0donclim v,=—o
n

- +o0

sia=ze—-2alory,=u,donc lim v,=0

n - +oo

3. I'approximation de l'intégrale calculée poureddiineru, n'est pas la méme pour les deux calculatrices.
donc dans le premier cas, =u; +a + 2 — e avec une approximation de e — 2 par défant telle qua< e — 2 alorslim v,=—o

n - +oo

dans le second cas; =u; +a+ 2 — e avec une approximation de e — 2 par exogs telle qua< e — 2 alorslim v, =+o
n- +o
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EXERCICE 4 5 points Candidats n’ayant pas suivi 'mseignement de spécialité
1.

2a a-c=e (-0

3 3
orj:—%+ig doncjzz—%—ii2 doncb=-3+3i/3 etc=-4-4i3

3
donca' +4 +4i./3 :[%H%J 1+7i3)

3
a':—4—4i\/§ +% +%\/§ i+ig —%‘ donca' =—-4 - 10 soia' = - 14

2 3 i
b. b'—a:e3(c—a)d0ncb'—8:[%+igJ(—12—4i\/§)soitb':8—i 3 =16e °.

21

OB' a pour affixe 16 * donc OB a pour affixe 6e ° = 6 e'[”'a) CedTe s

OB a pour affixe — & 3 donc OB' = —g OB donc O est un point de la droite (BB').

. 3 (I
c.  OC'apour affixe 11 + 11{/3 :11(1+i\/§)soit22[%+igJ =22e 3

— 3 i . .
oC apouraﬁixe—4—'{/§):—4(1+iﬁ)soit—S(%Hizj =—8e? doncOC':—ljfL oC

O est un point de la droite (CC").
A et A’ sont deux points de I'axe des réels dorid \A") donc les droites (AA"), (BB') et (CC") sotncourantes en O.
3.a OA=]a|=8;0B=p|=6;0C=¢|=8 donc OA+ OB+ OC =22

2n 21 3

i— i— igx .
b. j=e 3 doncj3=(e 3) =e 3 =e?Mdoncj®=1dong3—1=00§3=1=(—1) (L + +j2)

jzldonc14+j%=0

3 3
on pouvait aussi dire qug = —%+ig etj?= —%—i£2 donc 14 +j*=0

¢ (a—z)+(b=2)j2+(c—2)j=a+bj2+cj—z(L+j +j) donc @—z) +(b—2)j2+(c—2z)j=a+bj’+c]
bj*=6j°=6
cj=8j*=8donca+bj?+cj=8+6+8=22dona(-z)+(b-z)j?+(c-z)j=a+bj?+cj=22.

d. MA=|z-a|=|a—-z]|, puisquej|=|j?|=1onaaussi: MB=z}-b|=|j?||b-z|=]j%(b-2)]|

MC =|z-c|=j|lc-z|=lj(c-2 |donc MA+MB+MC=h-z|+|j*(b-2) | +|j -2 |

or la somme des modules est supérieure au modidestenme donc MA + MB + MG | @—z) + (b—2)j%+ (c—-2)j |
soit MA + MB + MC> 22

or OA + OB + OC =22 donc MA + MB + MC est minimdtgsque M = O.
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EXERCICE 4 5 points  Candidats ayant suivi I'enseigement de spécialité
l.a 226=10%2+8

109=8x13+5
8=5x1+3
5=3x1+2
3=2x1+1
2=2x1

le dernier reste non nul est 1 donc PGCD ( 10%;)221
donc I'équation (E) admet une infinité de soluticla®nsZ 2.

b.  109x 141 — 226¢< 68 = 1 et 10X — 226y = 1 donc 109X — 141) — 226y(— 68) = 0
109 - 141) = 226 68)
109 divise 226)(— 68) et PGCD ( 109 ; 226 ) = 1, donc 109 diyise68

y— 68 = 10% doncy = 109k + 68 ouk appartient &.

en remplagant dans 109 141) = 226\ — 68), on obtient :
109 k— 141) = 226< 109k = x — 141 = 226
= X =226k + 141

Vérification :
en remplacank par 226k + 141 ety par 109k + 68 dans (E), la relation est vérifiée donc lamble de solutions de (E) est
I'ensemble des couples de la forme : (141 + REB + 10%K), ouk appartient &.

109d — 226e = 1 donad est de la forme 141 + 226ete de la forme 68 + 10, ouk appartient &.
141 85

0<d< 226 donc (< 141 + 226k < 226 soit %6 <k< 26" k est un entier naturel dokc 0
d est unique ai = 141, en remplacaet= 68
2. 227 est un nombre impair donc peut admettre giviseurs les nombres premiers suivants : 3, 51713, 17

Aucun de ces nombres est un diviseur de 227
172> 227 donc 227 est un nombre premier.

3.a. sia=0,a'%=0dond (0) =0, 0**' = 0 donog(0) = 0 donay [f (0)] = O

b. A est I'ensemble des 227 entiers natuadksls quea < 226.
227 est un nombre premier doaa’est pas divisible par 227

227 est un nombre premieratin entier non divisible par 227 ala$§’ "= 1 modulo 227.
soita®®=1 modulo 227

C. a tout entier de A, associe le restede la division euclidienne de'*par 227 donc & r < 226
a tout entier de Ag associe le reste de la division euclidienne Wépar 227.
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