. 11
On pose pour tout entier naturel nonnuln: u, :1+—+—+...1 etv, :1+i2+i2+ ——
2 3 n 2 3 n

1. Montrer que les suites u et v sont croissantes.
2. A I’aide d’un tableur, émettre une conjecture sur la convergence des suites u et v.

. . 1
3.a Démontrer que pour tout entier nnon nul : u,, >u, + 5
b. Démontrer par récurrence sur I’entier k non nul la propriété P(k) : il existe au moins un entier ny tel que : u, > k. En déduire
que la suite u est divergente.

4.a.  Démonter par récurrence que : pour tout entier nnon nul,v,<2 - =.

n
b. En déduire que la suite v est convergente.
CORRECTION
1. Pour tout entier nnon nul, U, +1 = 1+1+1+...1+L doncu,+1=u,+ 1
2 3 n n+l n+1

1
n eN*donc —— >0doncu,+1>U,
n+1
La suite u est croissante.

Pour tout entier nnon nul, v, 41 = 1+i2+3i2+ iz

+———— doncv,+1=Vp+
2 n? (n+1)2 " !

(n+1)?

1
n eN*donc ——— >0doncv,+;1 >V,

(n+1)

La suite v est croissante.

2.

n Un Vi

1 1 1

2 15 1,25

3 1,833 1,361

4 2,083 1,424

5 2,283 1,464
10 2,929 1,550
20 3,598 1,596
30 3,995 1,612
40 4,279 1,620
50 4,499 1,625
60 4,680 1,628
80 4,965 1,633
100 5,187 1,635
150 5,591 1,638
200 5,878 1,640
300 6,283 1,642

La suite u ne semble pas converger, la suite v semble converger vers un nombre voisin de 1,642.

11 1 1 1 1
3.a Uppn=1+—+=-+.—+——+ — =Up+ —+ —
2 3 n n+l 2 n+1 2n
. ) 1.1 1 1 1 1 .
Pour tout entier naturel non nul k, si k <2 nalors =>— donc —+..+—2>—+...+—,entren+ 1 et2 nily an termes
k n n+1 2n 2n 2n
1 1 1 .
donc—+...+—zl donc—+...+i2l donc pour tout entier n non nul :u2n2un+l.
n+1 2n 2n n+1 2n 2 2
b. Initialisation :

sik=1,u;=1doncu;>1, il existe donc au moins un entier n; (n; = 1) tel que : u, > 1. La propriété est initialisée pour n = 1.
Hérédité :
Montrons que s’il existe au moins un entier n tel que : u,, > kalors il existe au moins un entier ny.; telque: u, >k+1.



_ ) ) _ ) 1 - 1
Il existe au moins un entier ny tel que : u._ >k, or pour tout entier n non nul :u,,>u,+ = donc en particulier:u, >u, + =
ny 2 2ny ny 2

donc u2nk2k+%

R 1 1 1
dememeu4nk2u2nk+5doncu >k+ =+ =doncu,, 2k+1

an = 2 2 an =
Il existe donc au moins un entier ny.1 (Nk+1 =4 ny) tel que: u, = k+ 1.

La propriété est héréditaire donc pour tout entier k non nul, il existe au moins un entier ny tel que : u,, >k.

Soit A un reel strictement positif, il existe un entier k non nul, tel que k > A et il existe au moins un entier ny tel que : u, >k donc
u, 2A
La suite uest croissante donc pour tout entier n, n>ny, u, > u, =A.

La suite u est divergente et lim u, =+ oo,

—>+ 0

4. a. Initialisation : sin=1,v; =1doncv; <2 - % . La propriété est initialisée pour n = 1.
s . 1 1
Hérédité : montronsque siv,<2- —,alorsv,.; <2 - —.
n n+1
Va1 =V, +—r doncvn+1§2—1+ ;2
(n+1) n (n+1)
2 2
Vn+152_ M SOitVn+1S2— n+—n+21
(n+1) (n+1)
2 2
pour tout entier nnon nul, n?+n+ 1> 1 donc n +n+21 > ! > donc — n +n+21 <- ! 5
(n+1) (n+1) (n+1) (n+1)
2
. n 1
soit 2 - +n+2 <2- 1 5 doncvn+1§2—;2.
(n+1) (n+1) (n+1)

La propriété est héréditaire donc pour tout entier n non nul, v, <2 — 1 .
n

b. Pour tout entier n non nul, v, <2 — 1 doncv,<2
n

La suite v est croissante, majorée par 2 donc converge vers une limite € et £ <2



