Amérique du Sud novembre 2005
Le plan complexe est rapporté & un repére orthoaladirect (O 1, V).
On prendra pour unité graphique 2 cm.

Soit f l'application qui a tout point M du plan d'affizenon nulle associe le point M' d'affizttelle quez = i , ou Edésigne le
z

nombre complexe conjugué de

1. Déterminer I'ensemble des points invariants par
2. Déterminer I'ensemble des points dont l'imaayd'gpplicatiorf est le point J d'affixe 1.
3. Soita un nombre complexe non nul. Démontrer que le pAirt'affixe a admet un antécédent unique pardont on

précisera l'affixe.
4.a Donner une mesure de 'angl@Ni , OM"). Interpréter géométriquement ce résultat.

b. Exprimer [z | en fonction deZ |. Sir désigne un réel strictement positif, en déduinealje parf du cercle de centre O et de
rayonr.

C. Choisir un point P du plan complexe non situélesi axes de coordonnées et tel que OP = 3, strome géométriquement
son image P’ paf .

5. On considére le cercle;Cde centre J et de rayon 1. Montrer que l'imagé da tout point de gdistinct de O, appartient &
la droite D d'équatior = 2.

CORRECTION
1. Soit M un point d'affixe (z# 0), M est invariant padr= M'=M = Z=2(z#0) = z= i (z#0) = z z=4- |z|?=4
z

- OM?=4 - OM =2~ M décrit le cercle de centre O de rayon 2.

2. fM)=Jdel1=2 (z#20)w 224 2=4
z
I'ensemble des points dont I'image par I'applicetiest le point J d'affixe 1 est réduit au pointfdtaf4.
. N 4 - 4 4
3. Soit M un point d'affixe (z# 0),f (M) =A = = =0 = 2 =— = 2= =
z a a

le point A d'affixea admet un antécédent unique pad'affixei .
o}

4.a. (W,W‘)=arg£zl +2km <= (OM,OM") = argzZ — argz + 2k Tt

-~ (OM,OM") = arg 4 —argz —argz+ 2k Tt(or argz = — argz + 2kiet 4 étant un réel strictement positif, arg 4+ 2k 1)
-~ (OM,OM") = argz— argz + 2k Tt

= (OM,OM") = 2k Tt

Les vecteursOM et OM" sont donc colinéaires de méme sens
donc M' appartient a la demi-droite [OM). P

b. zZ=

NI
N
| »

donclz‘|=m= doncMOC, =« OM =r P

|z|

s lz|=r« |z'|=il - OM‘=il = M décrit le cercle de
r r

centre O de rayo#.
r

#h

C. P appartient au cercle de centre O de rayonng &0
appartient au cercle de centre O de ragon

Pour tout point M du plan, M' appartient a la delroite [OM)
donc P' appartient a la demi-droite [OP) cette eldmite coupe
le cercle précédent en un seul point P'.

5. M appartient au cercle,Cde centre J et de rayondz=1+¢€% < 7= 1:;49
_ 4 , = 4(1+ cosB+ isind) Z,_4(1+cosze—isine)
1+ cosO - isin (1+cosB— isind) (& co®+ isid (1+cosB Y + sirf 0
4(1+ cosB- ising) _4(1+ cosB- isim) _4(1+cosE))+i -45sinf P -4sinf

= = = = —2 _—
1+cos’ B+ sif 8+ 2cod 2+ 2 cosh 2(1+cosB) 2(1+cosB) '2 (1+ cos )



Pour tout point M' image d'un point dg @istinct de O, on a donc Re= 2 soitx' = 2 donc M' appartient a la droite d'équation 2

Autre solution :

M appartient au cercle Cde centre J et de rayondl (x— 1)2+y?=1 < x2+y?—2x=0« x?+y?=2x
+i +i

orz = 2. —4(;( ! 32/) soitz = Ax+1Y) xl )

=2+ 22 i donc M' appartient a la droite d'équation 2.
z X“+y X



